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Clasa a IX-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. Aratati ca, pentru orice numere reale x,y, z > 0, are loc inegalitatea:

r4+y+2z r+2y+z 2x+y+z>2 1 n 1 N 1
(z +y)? (z + 2)? (y + 2)? r+y y+z z4+z)

Viorel Nicolae, Bucuresti
T+ z T4y S 1 n 1

Solutie. Aratam mai intai ca s (). 2
’ (x+y)? (x+2)? " z+y z+2 (1) P
Aducénd la acelasi numitor, inegalitatea (1) este echivalenta cu
(+y)P+(@+2)°>@+y)(z+2) 2z +y+2) (2)

Deoarece (z+y)*+(z+2)* = ((z+y)+ (z+2)) (z+y)? — (z+y)(z+2)+ (z+2)?) =
(2z+y+2) (22 +y?+ 22+ 2y + 12 —yz), raimane si aratam ca 22 +y* + 22 +ay+rz—yz >

(z +y)(x + 2), ceea ce revine la (y — 2)* > 0, evident. ..., 3p
Scriind si inegalitatile analoage lui (1) obtinute prin permutari circulare, obtinem
Y+ z Y+ 1 1 . 24z z+y 1 1 .
+ > + , Tespectiv + > + , lar
(y+x)? (y+2)? " y+zx y+z (z+y)? (z42)? z+y z+=z
concluzia se obtine adunand aceste doua inegalitati cu inegalitatea (1) ............. 2p

Problema 2. Fie triunghiul ABC si punctele A’ € (BC), B’ € (CA), C" € (AB)
AB BC (A
AC  B'A (OB
Notam cu C”, A", B” intersectiile perechilor de drepte (AA’, BB'), (BB',CC") si
respectiv (CC’', AA").
Aratati ca centrele de greutate ale triunghiurilor ABC' si A”B”C" coincid.
Petre Simion, Bucuresti (Gazeta Matematica)

astfel incat

Solutie. Centrele de greutﬁ ale trlungﬂmlor ABC Sl A"B" C’” COlIlCld daca s1 numai
daci QA" "+ OB" i OC" = OA+ OB + OC, de unde (OB” OA) (OO” OA”)
%

—

(OA" — OC) O adica AB”+BC” +CA" =0, (1) cevveii 1p
. AB BC (A . . A'B

Notam TC - BA- OB — k > 0. Din A" € (BC) si e k, rezulta ca

Py Y- S VA 1
“r T +k:+1 () p



Analog, BB = —~ BC+ " BA (3 veoo =Y car F B
nalog, ] +k;+1 , (3), respectiv P +k:+1 , (4)

AB" BC" CA”
VT =z, Jeel =1, o z, unde x,y, z > 0.
— —
Punctele C, B”, C' sunt coliniare, deci vectorii C' B” si C'C" au coordonatele proportionale

la descompunerea in functie de doi vectori necoliniari dati.

_— = = — — r — L —
Avem CB" = AB" — AC = zAA” — AC = k——i—lAB + (— - 1> AC si respectiv

Fie

E+1

— E—  —
CC = AC' — AC = k‘——f—lAB — AC. Din proportionalitatea coordonatelor rezulta ca
_z | (k41
kzl = &+ , de unde obtinem x = # .................................. 2p
kE(k+1 kE(k+1
Procedand analog, obtinem y = ﬁ siz = ﬁ, deci x = y = z. Tinand

cont si de relatiile (2), (3) si (4) rezulta:

i />/ " ’ ¢ \/ (2),(3),(4) g
AB" + BC" + CA" = z(AA'+ BB'+ CC") === 0,
adica relatia (1), ceea ce Incheie solutia. ..., 2p

Problema 3. Fie n un numar natural nenul. Determinati numerele reale x cu pro-
prietatea ca
. [z] +n
{z}+n+1

unde [a] reprezinta partea intreaga, iar {a} partea fractionara a numarului real a.

% % X%
— 1)+ vn2+6n+1
Solutie. Vom arata ca problema are doua solutii: x; = (nt1)+ 2n ront ,

Ty = 1.
Din enunt avem z - (n + {z} + 1) =2 +n — {z}, de unde = = n- {x}, (1) ..... 2p

n+ {x}

Cazul 1. Daca z € Z, avem {2} = 0, iar din (1) obtinem z = 1, care este solutie a
ecuatiei din enunt, deoarece 1 € Z. ... ... .. 2p

Cazul II. Daca x ¢ Z, cum n € N* rezulta ca 0 < n — {z} < n + {2}, deci 0 <

n—{z}

< 1,iar din (1) deducem ca 0 <z < 1. ... i, 1
o (ot (1) p
In consecint, [z] = 0 si {z} = z. Inlocuind in (1) obtinem z = ; , de unde
n+x
— 1)+ +vn?>+6 1
x2+(n+1)$—n:0,deunderezultécéxe{ (n+1) 2n on } ....... 1p
—(n+ 1)+ VP F o1
Cum 0 < x < 1, convine doar solutia x; = (n+1)+ 5 nmront e 1p
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Clasa a X-a

Solutii si bareme de corectare
Problema 1. Fie n > 3 si aj,as,...,a, € Rcu [aq] = [ag] = ... = [a,] = 4.
Aratati ca:
log,, (9as — 20) + log,, (9a3 — 20) + ... +log, . (9a, — 20) +log, (9a; —20) = 2n.

(Cu [a] s-a notat partea intreagd a numarului real a.)
Florin Rotaru, Focsani (Gazeta Matematica)

Solutie. Notam ag = a,. Pentru orice k € {1,2,...,n} avem:

ar] =4 4<ar <5 (o —4)(ar —5) <0 9a, —20>a3. ........... 2p
Deducem ca log,,  (9ay —20) >log, (a7) =2108,, Gk -wooeeeiiii. 2p
Suméand pentru k& € {1,2,...,n} si folosind inegalitatea dintre media aritmetica si

media geometrica, obtinem:

> log,, ,(9ar —20) =2 log, , ar>2n-
k=1 k=1

Problema 2. Fie z, 25, 23 numere complexe distincte doua cate doua, de module

egale cu r. Aratati ca exista un unic numar complex a pentru care numerele z; + —,
azq

1
29 + — sl 23 + — sunt reale.
az9o azs
k k%

Solutie. Evident, a # 0 si 7 > 0. Notam s = |a|] > 0. Pentru fiecare k € {1,2,3}

2 2
re o 1 ) 1 1 r az i
avem zp = — sizp+ — € R, deci gy + — =2 + — = — —k, de unde obtinem
2k azy, azy, azr oz,  ris?
a(r?s? —a) 22 =122 (ar? — 1), (1) oo 3p
2.2 (0.2
. 5 res (arc —1
Presupunand r?s? — a # 0, rezultd 27 = %, k =1,2,3, de unde se deduce
a(r?s? —a)
ca doua dintre numerele 21, 29, z3 sunt egale, contradictie. ................ .. ... ... 2p

3



Asadar, a = r?s. Din (1) deducem c& ar? = 1, deci a = — 2p

Problema 3. Aratati ca multimea valorilor termenilor sirului

_ Vi+VO+ Vn+vVit.. o+ vVn+vn—1+Vn+vVn? .
\/n_\/6+\/n—\/i+...+\/n—\/m+\/n_\/ﬁ’

e N,

n

este finita.

Solutie. Notam:

An:\/n+\/6+\/n+ﬁ+...+ n+m+\/n+m,

Bo=\n Vit yn—vit...t\n- V@It \n— v,

Aplicand formula radicalilor compusi, rezulta cd, pentru orice k € {0,1,...,n?}, avem:

m:\/nntx/;ﬂi—ki\/n—\/;ﬂi—k,

2

n /—2—]{? n

Caurmare,An+Bn:2Z H+I\/§ n+vni—=FL ......... 2p
k=0

- 0
Avand in vedere ca {n* — k | k € N,0 < k < n?} = {0,1,...,n%}, rezultd c&

k=

)

<.
Il
=)

In consecinti, A, + B, = v/2 - A,, de unde rezulta ca A,(v/2 — 1) = B, deci z,, =
A, 1

B = ﬁ = v/2+1, pentru orice n € N*. Prin urmare, multimea valorilor termenilor
. _

sirului dat este finitd, avand un singur element, si anume v2+1. ................. 2p



