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Clasa a IX-a
Solut, ii s, i bareme de corectare

Problema 1. Arătat, i că, pentru orice numere reale x, y, z > 0, are loc inegalitatea:

x+ y + 2z

(x+ y)2
+

x+ 2y + z

(x+ z)2
+

2x+ y + z

(y + z)2
≥ 2

(
1

x+ y
+

1

y + z
+

1

z + x

)
.

Viorel Nicolae, Bucures,ti

Solut,ie. Arătăm mai ı̂ntâi că
x+ z

(x+ y)2
+

x+ y

(x+ z)2
≥ 1

x+ y
+

1

x+ z
, (1). . . . . . . . . 2p

Aducând la acelas, i numitor, inegalitatea (1) este echivalentă cu

(x+ y)3 + (x+ z)3 ≥ (x+ y)(x+ z)(2x+ y + z). (2)

Deoarece (x+y)3+(x+z)3 =
(
(x+y)+(x+z)

)(
(x+y)2− (x+y)(x+z)+(x+z)2

)
=

(2x+y+z)(x2+y2+z2+xy+xz−yz), rămâne să arătăm că x2+y2+z2+xy+xz−yz ≥
(x+ y)(x+ z), ceea ce revine la (y − z)2 ≥ 0, evident. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Scriind s, i inegalităt, ile analoage lui (1) obt, inute prin permutări circulare, obt, inem
y + z

(y + x)2
+

y + x

(y + z)2
≥ 1

y + x
+

1

y + z
, respectiv

z + x

(z + y)2
+

z + y

(z + x)2
≥ 1

x+ y
+

1

x+ z
, iar

concluzia se obt, ine adunând aceste două inegalităt, i cu inegalitatea (1) . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Fie triunghiul ABC s, i punctele A′ ∈ (BC), B′ ∈ (CA), C ′ ∈ (AB)

astfel ı̂ncât
A′B

A′C
=

B′C

B′A
=

C ′A

C ′B
.

Notăm cu C ′′, A′′, B′′ intersect, iile perechilor de drepte (AA′, BB′), (BB′, CC ′) s, i
respectiv (CC ′, AA′).

Arătat, i că centrele de greutate ale triunghiurilor ABC s, i A′′B′′C ′′ coincid.
Petre Simion, Bucures,ti (Gazeta Matematică)

Solut,ie. Centrele de greutate ale triunghiurilor ABC s, i A′′B′′C ′′ coincid dacă s, i numai

dacă
−−→
OA′′ +

−−→
OB′′ +

−−→
OC ′′ =

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC, de unde

(−−→
OB′′ −

−→
OA

)
+

(−−→
OC ′′ −

−−→
OA′′) +(−−→

OA′′ −
−→
OC

)
=

−→
0 , adică

−−→
AB′′ +

−−→
BC ′′ +

−−→
CA′′ =

−→
0 , (1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Notăm
A′B

A′C
=

B′C

B′A
=

C ′A

C ′B
= k > 0. Din A′ ∈ (BC) s, i

A′B

A′C
= k, rezultă că

−−→
AA′ =

1

k + 1

−→
AB +

k

k + 1

−→
AC, (2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Analog,
−−→
BB′ =

1

k + 1

−−→
BC +

k

k + 1

−→
BA, (3), respectiv

−−→
CC ′ =

1

k + 1

−→
CA+

k

k + 1

−−→
CB, (4).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Fie
AB′′

AA′ = x,
BC ′′

BB′ = y,
CA′′

CC ′ = z, unde x, y, z > 0.

Punctele C,B′′, C ′ sunt coliniare, deci vectorii
−−→
CB′′ s, i

−−→
CC ′ au coordonatele proport, ionale

la descompunerea ı̂n funct, ie de doi vectori necoliniari dat, i.

Avem
−−→
CB′′ =

−−→
AB′′ −

−→
AC = x

−−→
AA′′ −

−→
AC =

x

k + 1

−→
AB +

(
kx

k + 1
− 1

)−→
AC s, i respectiv

−−→
CC ′ =

−−→
AC ′ −

−→
AC =

k

k + 1

−→
AB −

−→
AC. Din proport, ionalitatea coordonatelor rezultă că

x
k+1
k

k+1

=
kx
k+1

− 1

−1
, de unde obt, inem x =

k(k + 1)

k2 + k + 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Procedând analog, obt, inem y =
k(k + 1)

k2 + k + 1
s, i z =

k(k + 1)

k2 + k + 1
, deci x = y = z. T, inând

cont s, i de relat, iile (2), (3) s, i (4) rezultă:

−−→
AB′′ +

−−→
BC ′′ +

−−→
CA′′ = x

(−−→
AA′ +

−−→
BB′ +

−−→
CC ′) (2),(3),(4)

====
−→
0 ,

adică relat, ia (1), ceea ce ı̂ncheie solut, ia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 3. Fie n un număr natural nenul. Determinat, i numerele reale x cu pro-
prietatea că

x =
[x] + n

{x}+ n+ 1
,

unde [a] reprezintă partea ı̂ntreagă, iar {a} partea fract, ionară a numărului real a.
∗ ∗ ∗

Solut,ie. Vom arăta că problema are două solut, ii: x1 =
−(n+ 1) +

√
n2 + 6n+ 1

2
,

x2 = 1.

Din enunt, avem x · (n+ {x}+ 1) = x+ n− {x}, de unde x =
n− {x}
n+ {x}

, (1) . . . . . 2p

Cazul I. Dacă x ∈ Z, avem {x} = 0, iar din (1) obt, inem x = 1, care este solut, ie a
ecuat, iei din enunt, , deoarece 1 ∈ Z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Cazul II. Dacă x /∈ Z, cum n ∈ N∗, rezultă că 0 < n − {x} < n + {x}, deci 0 <
n− {x}
n+ {x}

< 1, iar din (1) deducem că 0 < x < 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

În consecint, ă, [x] = 0 s, i {x} = x. Înlocuind ı̂n (1) obt, inem x =
n− x

n+ x
, de unde

x2 + (n+ 1)x− n = 0, de unde rezultă că x ∈

{
−(n+ 1)±

√
n2 + 6n+ 1

2

}
. . . . . . . 1p

Cum 0 < x < 1, convine doar solut, ia x1 =
−(n+ 1) +

√
n2 + 6n+ 1

2
. . . . . . . . . . . 1p
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Clasa a X-a
Solut, ii s, i bareme de corectare

Problema 1. Fie n ⩾ 3 s, i a1, a2, . . . , an ∈ R cu [a1] = [a2] = . . . = [an] = 4.
Arătat, i că:

loga1(9a2 − 20) + loga2(9a3 − 20) + . . .+ logan−1
(9an − 20) + logan(9a1 − 20) ⩾ 2n.

(Cu [a] s-a notat partea ı̂ntreagă a numărului real a.)
Florin Rotaru, Focs,ani (Gazeta Matematică)

Solut,ie. Notăm a0 = an. Pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , n} avem:
[ak] = 4 ⇔ 4 ⩽ ak < 5 ⇔ (ak − 4)(ak − 5) ⩽ 0 ⇔ 9ak − 20 ⩾ a2k. . . . . . . . . . . . 2p

Deducem că logak−1
(9ak − 20) ⩾ logak−1

(a2k) = 2 logak−1
ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Sumând pentru k ∈ {1, 2, . . . , n} s, i folosind inegalitatea dintre media aritmetică s, i
media geometrică, obt, inem:

n∑
k=1

logak−1
(9ak − 20) ⩾ 2

n∑
k=1

logak−1
ak ⩾ 2n · n

√√√√ n∏
k=1

logak−1
ak = 2n · n

√√√√ n∏
k=1

lg ak
lg ak−1

= 2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Problema 2. Fie z1, z2, z3 numere complexe distincte două câte două, de module

egale cu r. Arătat, i că există un unic număr complex a pentru care numerele z1 +
1

az1
,

z2 +
1

az2
s, i z3 +

1

az3
sunt reale.

∗ ∗ ∗
Solut,ie. Evident, a ̸= 0 s, i r > 0. Notăm s = |a| > 0. Pentru fiecare k ∈ {1, 2, 3}

avem zk =
r2

zk
s, i zk +

1

azk
∈ R, deci zk +

1

azk
= zk +

1

a zk
=

r2

zk
+

azk
r2s2

, de unde obt, inem

a (r2s2 − a) · z2k = r2s2 (ar2 − 1), (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Presupunând r2s2 − a ̸= 0, rezultă z2k =
r2s2 (ar2 − 1)

a (r2s2 − a)
, k = 1, 2, 3, de unde se deduce

că două dintre numerele z1, z2, z3 sunt egale, contradict, ie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

3



As,adar, a = r2s2. Din (1) deducem că ar2 = 1, deci a =
1

r2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 3. Arătat, i că mult, imea valorilor termenilor s, irului

xn =

√
n+

√
0 +

√
n+

√
1 + . . .+

√
n+

√
n2 − 1 +

√
n+

√
n2√

n−
√
0 +

√
n−

√
1 + . . .+

√
n−

√
n2 − 1 +

√
n−

√
n2

, n ∈ N∗,

este finită.
∗ ∗ ∗

Solut,ie. Notăm:

An =

√
n+

√
0 +

√
n+

√
1 + . . .+

√
n+

√
n2 − 1 +

√
n+

√
n2 ,

Bn =

√
n−

√
0 +

√
n−

√
1 + . . .+

√
n−

√
n2 − 1 +

√
n−

√
n2 .

Aplicând formula radicalilor compus, i, rezultă că, pentru orice k ∈ {0, 1, . . . , n2}, avem:

√
n±

√
k =

√
n+

√
n2 − k

2
±

√
n−

√
n2 − k

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ca urmare, An +Bn = 2
n2∑
k=0

√
n+

√
n2 − k

2
=

√
2 ·

n2∑
k=0

√
n+

√
n2 − k . . . . . . . . . 2p

Având ı̂n vedere că {n2 − k | k ∈ N, 0 ≤ k ≤ n2} = {0, 1, . . . , n2}, rezultă că
n2∑
k=0

√
n+

√
n2 − k =

n2∑
j=0

√
n+

√
j = An . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

În consecint, ă, An + Bn =
√
2 · An, de unde rezultă că An(

√
2 − 1) = Bn, deci xn =

An

Bn

=
1√
2− 1

=
√
2+1, pentru orice n ∈ N∗. Prin urmare, mult, imea valorilor termenilor

s, irului dat este finită, având un singur element, s, i anume
√
2 + 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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