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Clasa a XI-a
Solut, ii s, i bareme de corectare

Problema 1. Se consideră s, irul (xn)n⩾1, definit prin x1 > 0 s, i xn+1 =
x2
n + 2

2xn + 1
, pentru

orice n ⩾ 1.
Arătat, i că s, irul (xn)n⩾1 este convergent s, i calculat, i limita acestuia.

G. René

Solut,ie. Deoarece x1 > 0, iar din xn > 0 rezultă xn+1 > 0, inductiv deducem că
xn > 0, pentru orice n ∈ N∗, (1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Se observă că xn+1 − xn =
2− x2

n − xn

2xn + 1
= −(xn − 1)(xn + 2)

2xn + 1
, ∀n ∈ N∗, (2) . . . . . 2p

Deoarece xn − 1 =
x2
n−1 + 2

2xn−1 + 1
− 1 =

(xn−1 − 1)2

2xn−1 + 1
⩾ 0, pentru orice n ⩾ 2, din (1) s, i

(2) deducem că s, irul (xn)n⩾2 este descrescător. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Deoarece (xn)n⩾1 este s, i mărginit inferior (de 0 – conform (1)), deducem că (xn)n⩾1 este
convergent. Trecând la limită ı̂n relat, ia de recurent, ă din enunt, , obt, inem lim

n→∞
xn ∈ {−2, 1}

s, i, cum xn > 0, rezultă că lim
n→∞

xn = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Se consideră matricele A,B ∈ M2(R) astfel ı̂ncât AB = BA s, i det(A2+
AB +B2) = 0.

Arătat, i că detA = detB = −Tr(AB∗) =
1

3
· det(A−B).

Mihai George, Slatina (Gazeta Matematică nr. 9/2024 )
Solut,ie. S, tim că det(A−xB) = detA−xTr(AB∗)+x2 detB, pentru orice x ∈ C, (1).
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Notăm f(x) = det(A − xB), x ∈ C. Fie ε ∈ C \ R astfel ı̂ncât ε3 = 1. Deoarece

AB = BA, rezultă că A2 + AB +B2 = (A− εB)(A− εB). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Din ipoteză rezultă că det(A − εB) · det(A − εB) = 0, deci det(A − εB) = 0 sau

det(A− εB) = 0, adică f(ε) = 0 sau f(ε) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Este suficient să studiem un singur caz, celălalt fiind analog – de fapt, deoarece A,B ∈

M2(R), rezultă că detA, detB,Tr(AB∗) ∈ R, deci f(ε) = f(ε), de unde f(ε) = f(ε) = 0.
Din det(A−εB) = 0 rezultă detA−εTr(AB∗)+ε2 detB = 0 s, i, ı̂ntrucât ε2+ε+1 = 0,

deducem că (detA − detB) − ε(Tr(AB∗) + detB) = 0. Cum ε ∈ C \ R, rezultă că
detA− detB = Tr(AB∗) + detB = 0, deci detA = detB = −Tr(AB∗). . . . . . . . . . . . 2p

Atunci, pentru x = 1, din (1) rezultă det(A−B) = detA−Tr(AB∗)+detB = 3detA,

deci detA = detB = −Tr(AB∗) =
1

3
· det(A−B). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Problema 3. Fie (xn)n⩾1 un s, ir de numere reale pozitive pentru care există c > 0
astfel ı̂ncât

x2
n ⩽ c (xn − xn+1) , (∀)n ∈ N∗.

a) Arătat, i că lim
n→∞

xn = 0.

b) Demonstrat, i că s, irul

(
n∑

k=1

xk

k

)
n⩾1

este convergent.

Radu Miculescu, Bucures,ti

Solut,ie. a) Deoarece xn − xn+1 ⩾
x2
n

c
> 0 pentru orice n ⩾ 1, rezultă că s, irul este

descrescător. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fiind mărginit inferior de 0, s, irul este convergent. Dacă l = lim

n→∞
xn, trecând la limită

ı̂n inegalitatea din enunt, obt, inem 0 ⩽ l2 ⩽ c (l − l), deci l = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) Notăm sn =
n∑

k=1

xk

k
, n ⩾ 1. Cum

sn+1 − sn =
xn+1

n+ 1
> 0

pentru orice n ⩾ 1, rezultă că s, irul (sn)n⩾1 este crescător . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Folosind inegalitatea
xk

k
⩽

1

2

(
x2
k +

1

k2

)
obt, inem

xk

k
⩽

c

2
(xk − xk+1) +

1

2k2
, k ⩾ 1,

deci sn ⩽
c

2

n∑
k=1

(xk − xk+1) +
1

2

n∑
k=1

1

k2
=

c

2
(x1 − xn+1) +

1

2

n∑
k=1

1

k2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Pentru orice n ⩾ 2 avem:
n∑

k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
< 1 +

n∑
k=2

1

(k − 1) · k
= 1 +

n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
= 2− 1

n
< 2.

În consecint, ă, sn <
c

2
(x1 − xn+1) +

1

2
· 2 ⩽

cx1

2
+ 1, deci s, irul (sn)n⩾1 este mărginit

superior. Fiind s, i crescător, s, irul (sn)n⩾1 este convergent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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Clasa a XII-a
Solut, ii s, i bareme de corectare

Problema 1. Fie F primitiva funct, iei f : R → R, f(x) =
∣∣∣∣∣|x − 1| − 1

∣∣ − 1
∣∣∣ cu

proprietatea că F (−1) = 0.
Calculat, i F (3).

René G.

Solut,ie. Funct, ia f este continuă, deci admite primitive. Explicitând modulele, obt, inem
succesiv:

|x− 1| − 1 =

{
−x, x ≤ 1
x− 2, x > 1

⇒ ||x− 1| − 1| =


−x, x < 0
x, x ∈ [0, 1]

2− x, x ∈ (1, 2]
x− 2, x > 2

. . . . . . . . . 2p

f(x) = |||x− 1| − 1| − 1| =



−x− 1, x < −1
x+ 1, x ∈ [−1, 0]
1− x, x ∈ (0, 1]
x− 1, x ∈ (1, 2)
3− x, x ∈ [2, 3]
x− 3, x ≥ 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Atunci, orice primitivă F a lui f are forma:

F (x) = |||x− 1| − 1| − 1| =



−x2

2
− x+ c1, x < −1

x2

2
+ x+ c2, x ∈ [−1, 0]

x− x2

2
+ c3, x ∈ (0, 1]

x2

2
− x+ c4, x ∈ (1, 2)

3x− x2

2
+ c5, x ∈ [2, 3]

x2

2
− 3x+ c6, x > 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din continuitatea lui F s, i F (−1) = 0 obt, inem c1 = −1

2
, c2 =

1

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Succesiv, găsim c3 =
1

2
, c4 =

3

2
, c5 = −5

2
, c6 =

13

2
, deci F (3) = 2 . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Solut,ie alternativă Este us,or de schit,at graficul funct, iei f :

Atunci F (3)−F (−1) este egal cu aria suprafet,ei cuprinse ı̂ntre axa Ox s, i graficul restrict, iei
funct, iei f la intervalul [−1, 3], adică suma ariilor celor două triunghiuri din imagine.
As,adar, F (3) = 2.

Problema 2. Fie (G, ·) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Dacă a, b ∈ G
verifică relat, iile a3 = e s, i a2ba−2 = b4, arătat, i că b63 = e.

Adina Pop, Baia Mare (Gazeta Matematică - Supliment nr. 5/2024 )

Solut,ie. Folosind a doua condit, ie din ipoteză, deducem relat, iile:

b8 = b4 · b4 (ip)
== (a2ba−2)(a2ba−2) = a2b2a−2, (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b16 = b8 · b8 (1)
== (a2b2a−2)(a2b2a−2) = a2b4a−2, (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b32 = b16 · b16 (2)
== (a2b4a−2)(a2b4a−2) = a2b8a−2, (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:

b64 = b32 · b32 (3)
== (a2b8a−2)(a2b8a−2) = a2b16a−2 (2)

== a2(a2b4a−2)a−2 = a4b4a−4 =

(ip.)
== a4(a2ba−2)a−4 = a6 b a−6 (ip.)

== ebe = b,

iar din b64 = b rezultă că b63 = e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
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Problema 3. Determinat, i funct, iile continue f : R → R care au proprietatea că admit
o primitivă F astfel ı̂ncât:

f

(
x+ y

2

)
=

F (x)− F (y)

x− y
, pentru orice x, y ∈ R, x ̸= y.

Solut,ie. Pentru y = x + 2, din ipoteză rezultă F (x + 2) − F (x) = 2f(x + 1), pentru
orice x ∈ R.

Prin urmare, f (x) =
1

2
(F (x+ 1)− F (x− 1)) pentru orice x ∈ R, de unde deducem

că f este indefinit derivabilă pe R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru x = u+ v s, i y = u− v cu u, v ∈ R, v ̸= 0, obt, inem

f (u) =
F (u+ v)− F (u− v)

2v
,

de unde 2vf (u) = F (u+ v)− F (u− v) pentru orice u, v ∈ R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Derivând de două ori ultima egalitate ı̂n raport cu v, obt, inem f ′ (u+ v) = f ′ (u− v) .

De aici, pentru u = v =
x

2
, rezultă că f ′ (x) = f ′(0)

not
== a, deci f (x) = ax + b, unde

a, b ∈ R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Se constată imediat că aceste funct, ii verifică relat, ia din enunt, . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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