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Clasa a XI-a

Solutii si bareme de corectare

2
T, +2
Problema 1. Se considera sirul (z,,),>1, definit prin z; > 0si 2,41 = 5 - —:_ T pentru
Tn
orice n > 1.
Aratati ca sirul (x,),>1 este convergent si calculati limita acestuia.
G. René
Solutie. Deoarece x; > 0, iar din x,, > 0 rezulta z,;; > 0, inductiv deducem ca
xn, >0, pentru orice m € N, (1), Lo 1p
2—122 -1, (rp — 1)(2, + 2)
Se observa ca r,4,1 — T, = —————— = — ,Vne N (2) ..... 2
+ 22, + 1 22, + 1 (2) P
22 +2 Tpq — 1)?
Deoarece x, — 1 = —=1L = _ 1 = u > 0, pentru orice n > 2, din (1) si
2.73”,1 +1 2xn71 +1
(2) deducem ca sirul (z,),>2 este descrescator. ..., 2p

Deoarece (x,,),>1 este si marginit inferior (de 0 — conform (1)), deducem ca (x,,),>1 este

convergent. Trecand la limita in relatia de recurenta din enunt, obtinem lim z, € {—2,1}
n—oo

si, cum z, > 0, rezulta ca lim =, = 1. ... . 2p
n—oo

Problema 2. Se considerd matricele A, B € My (R) astfel incat AB = BA si det(A*+
AB+ B?) =0.

1
Aratati ca det A = det B = —Tr(AB*) = 3 det(A — B).

Mihai George, Slatina (Gazeta Matematica nr. 9/2024)
Solutie. Stim c& det(A — xB) = det A — xTr(AB*) + 2 det B, pentru orice z € C, (1).

................................................................................. 1p
Notdm f(z) = det(A — xB), x € C. Fie ¢ € C\ R astfel incat > = 1. Deoarece
AB = BA, rezultd cd A2+ AB+ B*=(A—eB)(A—EB). ..iiociiiiiiiii 1p
Din ipoteza rezulta ca det(A — eB) - det(A —€B) = 0, deci det(A — eB) = 0 sau
det(A—2B) =0, adica f(e) =0sau f(E) = 0. ..ooiriiriii i 1p

Este suficient sa studiem un singur caz, celalalt fiind analog — de fapt, deoarece A, B €

My(R), rezulta ca det A, det B, Tr(AB*) € R, deci f(2) = f(e), de unde f(e) = f(€) = 0.
Din det(A—¢eB) = 0 rezultd det A—eTr(AB*)+¢&?det B = 0 si, intrucat e?+e+1 =0,
deducem ca (det A — det B) — e(Tr(AB*) + det B) = 0. Cum ¢ € C\ R, rezulta ca
det A —det B = Tr(AB*) + det B =0, deci det A =det B = —Tr(AB*). ........... 2p
Atunci, pentru x = 1, din (1) rezulta det(A— B) = det A—Tr(AB*)+det B = 3det A,

1
deci det A = det B = —Tr(AB*) = 3 det(A—B). oo 2p



Problema 3. Fie (x,),-, un sir de numere reale pozitive pentru care exista ¢ > 0
astfel Incat

RS

z, <c(xy —Tptr1), (V)neN-.

a) Aratati ca lim z,, = 0.
n—oo

b) Demonstrati ca sirul ( este convergent.
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Radu Miculescu, Bucuresti

2
x
Solutie. a) Deoarece x,, — x,+1 = — > 0 pentru orice n > 1, rezulta ca sirul este
c
AESCTESCATOT. . 1p
Fiind marginit inferior de 0, sirul este convergent. Daca [ = lim z,, trecand la limita
n—o0
in inegalitatea din enunt obtinem 0 < > < c(I—1),decil=10. ..........coooiiin... 1p
n
v Tk
b) Notam s,, = Z 70 " > 1. Cum
k=1
xn—&—l
Sp4l — Sp = >0
n+1 n n + 1
pentru orice n > 1, rezulta ca sirul (s,),-; este crescator ... 1p
T 1 1
Folosind inegalitatea f < 3 (x% + ﬁ) obtinem
L 4 k>1
l{: X 2 k k+1 2]{}27 = )
n n n
, c 1 1 ¢ 1 1
deci s, < B ; (T — xpy1) + 5 2 23 (1 — Tpy1) + 5 2 F-IRARRRERREREREIRRY 2p

Pentru orice n > 2 avem:

“ 1 “ 1 . 1 . 1 1 1

k=2
A oL c 1 cxy . I
In consecinta, s, < 3 (T1 — Tpt1) + 3 2 < - + 1, deci sirul (s,),, este marginit
superior. Fiind si crescator, sirul (s,),>1 este convergent. .......................... 2p
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Clasa a XII-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. Fie F primitiva functiei f : R — R, f(z) = ‘Hx — 1] =1 = 1] cu
proprietatea ca F(—1) = 0.
Calculati F'(3).
René G.

Solutie. Functia f este continua, deci admite primitive. Explicitand modulele, obtinem
succesiv:

-, x <0
B -z, x<1 B r, x€]0,1]
|$_1|_1_{x—2, o1 =|lz—-1-1] = 2w ze(l9 2p
r—2, x>2
(—x—1, x<-1
SL’+1, SL’G[—LO]
B B l—z, x€(0,1]
flx)y=|llz -1 -1 -1 = Tl we(L2) 2p
3—xz, x€l23
[ -3, T >
Atunci, orice primitiva F' a lui f are forma:
(
—%—x—i—cl, r<—1
x
E—F.T—FCQ, z € [—1,0]
2
m—x——i—c;;, z € (0,1]
Fa)=|lle =1 =1 =1l =4 2T 1p
?—:17+c4, € (1,2)
2
31’—%—1—05, v € 2,3
2
x——?)a:—l—cG, >3
2
1 1
Din continuitatea lui F' si F'(—1) = 0 obtinem ¢; = T T g 1p



L 1 3 5 )
Succesiv, gasim c3 = U= 6= "5 0= 5 deci F(3) =2 ............... 1p

Solutie alternativa Este usor de schitat graficul functiei f:

4

Atunci F(3)— F(—1) este egal cu aria suprafetei cuprinse intre axa O si graficul restrictiei
functiei f la intervalul [—1,3], adica suma ariilor celor doua triunghiuri din imagine.

Asadar, F'(3) = 2.

Problema 2. Fie (G,-) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Daca a,b € G
verificd relatiile a® = e si a?ba=? = b*, aritati ca b5
Adina Pop, Baia Mare (Gazeta Matematica - Supliment nr. 5/2024)

= €.

Solutie. Folosind a doua conditie din ipoteza, deducem relatiile:

b=t pt 2 (a*ba=2)(a?ba™2) = a*b?a™2, (1) «ooeie 2p
b6 = ps . pe AL (a®b?a72)(a®?a™2) = a®b a2, (2) ..o 1p
b2 = p16 . p16 L2 (a®b*a2)(a®b*a™) = a®®a™, (3) oo 1p
Atunci:

por — 3232 B (a268a2) (a2b%a2) = a2b'%a? 2 a(a®ta2)a? = atbta~t =

Gip.) a*(a*ba *)a " = a®ba® ) ohe = b,

b64

iar din =brezultd ca D% = e ... .. 3p



Problema 3. Determinati functiile continue f : R — R care au proprietatea ca admit
o primitiva F' astfel incat:

f<x_+y):F<x>—F<y>

, pentru orice z,y € R, = # v.
2 T—y

Solutie. Pentru y = x + 2, din ipoteza rezulta F(z + 2) — F(z) = 2f(x + 1), pentru
orice v € R.

1
Prin urmare, f (z) = 3 (F(x+1) — F(xz — 1)) pentru orice z € R, de unde deducem
ca f este indefinit derivabila pe R. ... ... . 1p
Pentrux =u+vsiy=u—vcuu,v R, v+#0, obtinem

f(u):F(u—i-v)—F(u—v)?

2v
de unde 2vf (u) = F (u+v) — F (u — v) pentru orice u,v € R. ... .. 2p
Derivand de doua ori ultima egalitate in raport cu v, obtinem [’ (u +v) = f' (u —v).
De aici, pentru u = v = g, rezultd ci f/ (z) = f/(0) 22 a, deci f(z) = az + b, unde
G, D € R 3p
Se constata imediat ca aceste functii verifica relatia din enunt. ................. 1p



